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Resumen
En este trabajo se presenta una introduccio´n a los cuerpos locales de dimensio´n
superior, se presentan los conceptos y resultados ba´sicos de la teor´ıa de una
forma adecuada para el no especialista. Un cuerpo local de dimensio´n superior
es un ejemplo importante de un cuerpo de valuacio´n discreta; en contraste a los
cuerpos locales, los cuerpos locales de dimensio´n superior tienen una cadena
de cuerpos residuales y varios candidatos diferentes para el anillo de enteros.
Palabras claves: Cuerpos locales, valuacio´n, nu´meros p-a´dicos, cuerpos lo-
cales de dimensio´n superior, completados.
Abstract
In this work, we present an overview of the higher dimensional local fields,
we present the concepts and basic results of the theory in a form suitable for
the nonspecialist. A higher dimensional local field is an important example
of a discrete valuation field, in contrast whit the local field case, the higher
dimensional local fields have a chain of residual field and several different
candidates for the ring of integers.
Keywords: Local field, valuation, p-adic numbers, higuer dimensional local
field, completacion.
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Capı´tulo1
Introduccio´n
Un cuerpo local de dimensio´n superior es un ejemplo importante de un cuerpo
de valuacio´n discreta; en contraste a los cuerpos locales ba´sicos, los cuerpos
locales de dimensio´n superior tienen una cadena de cuerpos residuales y varios
candidatos diferentes para el anillo de enteros.
La teor´ıa de Cuerpos de Clases puede verse como una generalizacio´n y ex-
tensio´n fruct´ıfera de la Ley de Reciprocidad de Gauss. Uno de los objetivos
de la teor´ıa de nu´meros fue la generalizacio´n a otras clases de cuerpos o a
extensiones no abelianas de la Teor´ıa de Cuerpos de Clases. Una direccio´n
importante de esta generalizacio´n es desarrollar una teor´ıa para cuerpos de
dimensio´n superior, es decir cuerpos finitamente generados sobre su subcuerpo
primo. El trabajo en esta materia empezo´ de manera independiente con las
investigaciones de A.N Parshin en caracter´ıstica positiva y K. Kato en el caso
general en los an˜os 70 usando la K−teor´ıa de Milnor.
Uno de los principios de la teor´ıa de cuerpos de clases para un cuerpo de
nu´meros algebraicos es construir la aplicacio´n de reciprocidad mezclando las
teor´ıas de cuerpos de clases de cuerpos locales. De manera similar la teor´ıa de
cuerpos de clases de dimensio´n superior se obtiene como una mezcla de teor´ıa
de cuerpos de clases locales de dimensio´n superior, las cuales tratan extensiones
abelianas de cuerpos locales de dimensio´n superior, fue por este camino que
aparecieron los cuerpos locales de dimensio´n superior.
1
2Sin embargo las aplicaciones de los cuerpos locales de dimensio´n superior no se
limitan a la bu´squeda de generalizaciones de la teor´ıa de cuerpos de clases, por
ejemplo: dada una superficie S sobre un cuerpo finito de caracter´ıstica p, una
curva C ⊂ S y un punto x ∈ C, tales que S y C son regulares sobre x, el cuerpo
de cocientes de la complecio´n
̂(ÔS,x)
C
de la localizacio´n en C de la complecio´n
ÔS,x del anillo local OS,x de S en x, es un cuerpo local 2-dimensional sobre un
cuerpo finito. Es decir un cuerpo de valuacio´n discreta completo con cuerpo
residual local.
Este punto de vista geome´trico es interesante, es bien conocido que una man-
era fruct´ıfera de estudiar las propiedades aritme´ticas de Q es a trave´s de sus
completaciones R y Qp. Si tomamos S = spec Z, que como esquema es una
curva, y p un primo (un punto cerrado de la curva S) podemos localizar el
anillo de funciones regulares de S en p y completar, el cuerpo de fracciones de
este anillo es Qp, en el caso de R no disponemos de una descripcio´n geome´trica
tan buena. Podemos generalizar este ana´lisis a superficies aritme´ticas, que son
objetos de dimensio´n dos interesantes para la teor´ıa de nu´meros. Si E es una
curva el´ıptica sobre Q, podemos tomar su modelo de Ne´ron E → S que es
un esquema de dimensio´n dos dotado de un morfismo sobre la curva S. En
este caso el proceso de localizar y completar nos conducira´ a un cuerpo local
2−dimensional. Como en el caso de Z es de esperar que podamos utilizar los
cuerpos locales 2−dimensionales para encontrar propiedades aritme´ticas de la
curva el´ıptica E.
En el caso de Q sus cuerpos locales y grupos de unidades son grupos abelianos
localmente compactos, hecho que permite aplicar te´cnicas de ana´lisis armo´nico
de manera muy satisfactoria (tesis de Tate). En el caso de dimensio´n superior
au´n no tenemos una teor´ıa adecuada de ana´lisis armo´nico.
De alguna manera, los cuerpos locales son lo suficientemente pequen˜os para que
su topolog´ıa, a´lgebra y ana´lisis este´n ı´ntimamente relacionados. Por ejemplo
el grupo aditivo de un cuerpo local es un grupo abeliano localmente com-
pacto. Esta propiedad topolo´gica garantiza la existencia de la medida de Haar
(ana´lisis), que es una medida de Borel (topolog´ıa) e invariante por traslaciones
3(a´lgebra). Esta compacidad local puede verse como una consecuencia de tener
un cuerpo residual finito. Sin embargo estas relaciones no se tienen en cuerpos
locales de dimensio´n superior.
Esto ha obligado a considerar herramientas ma´s generales para tratar los cuer-
pos locales de dimensio´n superior. Desarrollar tales herramientas y establecer
relaciones entre ellas es un problema abierto y activo.
En este trabajo se presenta una introduccio´n a los cuerpos locales de dimensio´n
superior, la exposicio´n se basa en el art´ıculo [11]. En este art´ıculo I. Zhukov
resume los conceptos y resultados ba´sicos de la teor´ıa de una forma adecuada
para el especialista. El objetivo de este trabajo es presentar demostraciones
detalladas para la mayor´ıa de las afirmaciones de [11].
Capı´tulo2
Preliminares
En este cap´ıtulo se presentan las definiciones necesarias para la construccio´n
de los cuerpos locales de dimensio´n superior y los resultados necesarios para el
desarrollo de nuestro trabajo. Las definiciones y demostraciones son tomadas
de [3], se presentan aqu´ı como referencia para el lector.
2.1. Anillos valuados.
Grupos ordenados
Definicio´n 2.1. Un grupo ordenado (Γ,+, 0) se dice totalmente ordenado, si
existe un orden total ≤ sobre Γ compatible con la estructura de grupo. Esto
es, si x ≤ y entonces x+ z ≤ y + z para todo z ∈ Γ. Se escribe x < y si x ≤ y
y x 6= y.
Lema 2.2. Un grupo abeliano (Γ,+, 0) tiene un orden total ≤ compatible con
la operacio´n de grupo + si existe un subconjunto P el cual es cerrado bajo la
+ y satisface
Γ = P ∪ {0} ∪ (−P )
donde −P = {p ∈ Γ | −p ∈ P}.
Sean Γ1, · · · ,Γn grupos abelianos totalmente ordenados, entonces Γ1×· · ·×Γn
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es un grupo abeliano totalmente ordenado con respecto a el orden lexicogra´fico.
Esto es (a1, · · · , an) < (b1, · · · , bn) si y so´lo si a1 = b1, · · · , ai−1 = bi−1, ai < bi
para algu´n 1 ≤ i ≤ n.
Sea (Γ,+, 0,≤) un grupo abeliano totalmente ordenado. Se adiciona un ele-
mento +∞ a Γ y se extiende el orden ≤ a Γ′ = Γ ∪ {+∞} tal que a ≤ +∞
para todo a ∈ Γ y +∞ ≤ +∞.
Definicio´n 2.3. Sean (Γ1,≤1) y (Γ2,≤2) dos grupos abelianos totalmente
ordenados. Una funcio´n f : Γ1 → Γ2 es llamada un homomorfismo de orden,
si f es un homomorfismo con respecto a el orden total en el siguiente sentido,
si α ≤1 β, entonces f(α) ≤2 f(β).
Dado un grupo ordenado (Γ,≤), un subconjunto Σ de Γ es llamado convexo, si
para todo α, β ∈ Σ, el conjunto l(α,β) = {γ ∈ Γ : α ≤ γ ≤ β} es un subconjunto
de Σ
Definicio´n 2.4. Sea (Γ,≤) un grupo ordenado. Sea CΓ la coleccio´n de todos los
subgrupos convexos de Γ. La coleccio´n CΓ es totalmente ordenada por inclusio´n
y el cardinal de la cadena maximal de subgrupos convexos no triviales de Γ es
llamado el rango de Γ y se denota rk(Γ).
Definicio´n 2.5. Un grupo ordenado (Γ,≤) se dice discreto si este satisface
las siguientes condiciones:
1. La coleccio´n CΓ de todos los subgrupos convexos de Γ es un buen orden,
2. Si f : Γ→ Γ′ es un homomorfismo de orden no trivial, donde (Γ′,≤′) es
cualquier otro grupo ordenado, entonces f(γ) tiene un sucesor inmediato
para todo γ ∈ Γ.
Teorema 2.6. Sea (Γ,≤) un grupo ordenado discreto de rango finito n. En-
tonces existe un isomorfismo de orden
Γ→˜Zn
donde Zn tiene el orden lexicogra´fico ≤lex.
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En virtud de este teorema, por un grupo ordenado discreto de rango n siempre
se entendera´ (Zn,≤lex).
Definicio´n 2.7. Una Γ-valuacio´n v sobre un anillo R es una funcio´n
v : R −→ Γ′
sujeta a las siguientes propiedades:
1. v(a) =∞ si y so´lo si a = 0,
2. v(ab) = v(a) + v(b),
3. v(a+ b) ≥ mı´n{v(a), v(b)},
donde a,b ∈ R y Γ es un grupo abeliano totalmente ordenado. Se llamara´ a
(R, v) un anillo valuado. Si R es un cuerpo, (R, v) se dira´ un cuerpo valuado.
Nota 1. Si v(F ∗) = {0}, entonces v es llamada la valuacio´n trivial.
Si R es un anillo con valuacio´n v, entonces se tiene que v(1R) = 0Γ, dado
que v(1R) = v(1R) + v(1R), por lo tanto v(−1R) = v(1R).
Si v(α) 6= v(β), entonces v(α + β) = mı´n(v(α), v(β)).
Sean α, β ∈ R tales que v(α) < v(β), entonces
v(α+β) ≥ mı´n(v(α), v(β)) = v(α) = v(α−β+β) ≥ mı´n(v(α+β), v(−β))
lo cual significa v(α + β) = v(α).
Lema 2.8. Sea (F, v) un cuerpo valuado, entonces
Ov := {α ∈ F | v(α) ≥ 0}
es un anillo local, llamado el anillo de enteros de (F, v) cuyo ideal maximal es:
Mv := {α ∈ F | v(α) > 0}.
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Este ideal coincide con el conjunto de los elementos sin inverso multiplicativo
de Ov.
El grupo multiplicativo
Uv := Ov −Mv
es llamado el grupo de las unidades de (F, v). El cuerpo cociente
F v := Ov/Mv
es llamado el cuerpo residual de v. La imagen de un elemento α ∈ Ov en F v
se escribe α y es llamada el residuo de α en F v
Demostracio´n. En efecto α ∈ O∗v si y so´lo si v(α) ≥ 0 y v(α−1) = −v(α) ≥ 0,
lo cual significa v(α) = 0. Entonces el anillo de enteros Ov es un anillo local y
el ideal Mv es maximal.
Lema 2.9. Sea R un dominio entero y vR una valuacio´n sobre R que toma
valores en el grupo Γ′ = Γ ∪ {∞}. Entonces la aplicacio´n v : Q(R)→ Γ′ dada
por
v(α/β) 7→ vR(α)− vR(β)
define una valuacio´n sobre el cuerpo de fracciones Q(R) de R.
Demostracio´n. Veamos que v : Q(R)→ Γ′ esta bien definida. Si α/β = α′/β′,
entonces vR(α)−vR(β) = vR(α′)−vR(β′) es evidente, puesto que αβ′ = α′β.
Definicio´n 2.10. Sea (R, v) un anillo valuado. La imagen v(R∗) en Γ del grupo
multiplicativo R∗ de R es llamada el valor del grupo por v. En particular, si
v(R∗) es un grupo ordenado discreto de rango n con respecto al orden inducido
por Γ, entonces se dira´ que (R, v) es un anillo de valuacio´n discreta de rango
n.
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2.1.1. Ejemplos
1. Una Aplicacio´n ‖ · ‖ de un anillo R en R es llamada un valor absoluto
sobre R si esta´ satisface.
a) ‖α| > 0 si α 6= 0, ‖‖0‖ = 0,
b) ‖αβ‖ = ‖α‖‖β‖,
c) ‖α + β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖.
Un valor absoluto ‖·‖ es llamado no-arquimediano sobre R si se cumple la
propiedad ultrame´trica ‖α+β‖ ≤ ma´x(‖α‖, ‖β‖). Se puede verificar que
si un valor absoluto es no-arquimediano sobre R, entonces ‖α‖ 6= ‖β‖,
implica ‖α + β‖ = ma´x(‖α‖, ‖β‖).
2. Sea F un cuerpo Z-valuado con valuacio´n v y d un nu´mero real en el
intervalo (0, 1). Para α ∈ F , sea ‖α‖v = dv(α). Entonces ‖α‖v = 0 si y
so´lo si α = 0 y ‖·‖v esta definida de manera positiva. Si α, β ∈ F entonces
‖αβ‖v = dv(αβ) = dv(α)+v(β) = dv(α)dv(β) = ‖α‖v‖β‖v
adema´s,
‖α+β‖v = dv(α+β) ≤ dmı´n(v(α),v(β)) = ma´x(dv(α), dv(β)) = ma´x(‖α‖v, ‖β‖v)
lo cual significa que ‖ · ‖v es una ultrame´trica sobre F .
3. Sea F = Q y p un primo fijo, se define
vp(n/m) = vp(n)− vp(m)
donde vp(n) es el mayor entero tal que p
vp(n) divide a n. Entonces el anillo
de enteros es {n/m ∈ Ovp : m,n ∈ Z, p - m}. La aplicacio´n
ψ : Ovp → Fp
que env´ıa a n/m en nm−1 es un epimorfismo de anillos cuyo nu´cleo
es {n/m ∈ Ovp : p | n}, lo cual significa que el cuerpo residual de
Ovp/ ker(ψ) es isomorfo al cuerpo finito Fp con p elementos.
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4. Sea K = F (X) y || · || un valor absoluto no trivial sobre K, el cual es
trivial sobre el grupo multiplicativo del cuerpo base (||F ∗|| = 1). Sean
α, β ∈ K, entonces
||α+β||n ≤ ||α||n+ ||α||n−1||β||+ · · ·+ ||β||n ≤ (n+1) ma´x(||α||n, ||β||n).
Tomando ra´ız n−e´sima a ambos lados y haciendo tender n a infinito, se
obtiene la desigualdad ||α + β|| ≤ ma´x(||α||, ||β||), lo cual significa que
|| · || es un valor absoluto que cumple la propiedad ultrame´trica. Existen
dos casos:
a) ||X|| > 1. Si f(X), g(X) ∈ F [X], entonces deg(f/g) = deg(f) −
deg(g). Por lo tanto
||α|| = ||X−1||− deg(α)
Se define la valuacio´n v∞(α) = − deg(α), v∞(0) = +∞ . Note que
v∞(1/X) = 1.
b) ||X|| ≤ 1. Entonces ||α|| ≤ 1 para α ∈ F [X]. Sea p(X) ∈ K[X]
un polinomio mo´nico de grado minimal que satisface la condicio´n
||p(X)|| < 1, entonces p(X) es irreducible y
||α|| = ||p(X)||vp(X)(α),
donde vp(X)(α) es el mayor entero k, tal que p(X)
k divide al poli-
nomio f(X). As´ı dados f, g ∈ K se define vp(X)(f/g) = vp(X)(f) −
vp(X)(g), vp(X)(0) = +∞.
De este modo se define una valuacio´n no trivial sobre K = F (X), la cual
es trivial sobre F .
Para el primer caso el cuerpo residual es F . Para el segundo caso se tiene
que el anillo de enteros es
Ovp(X) = {f(X)/g(X) : f(X), g(X) ∈ F [X] , g(X)es primo relativo con p(X)}
y el cuerpo residual es F [X]/p(X)F [X].
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5. Sea F un cuerpo con valuacio´n v. Para f(X) =
∑k
i=m aiX
i ∈ F [X] con
am 6= 0 sea
v∗(f(X)) = (m, v(am)) ∈ Z× v(F ∗).
Se puede extender v∗ a F (X). Ordenando Z× v(F ∗) con el orden lexico-
gra´fico, se obtiene una valuacio´n v∗ sobre F (X) con cuerpo residual F v.
Ana´logamente se define una valuacio´n sobre F (X1) · · · (Xn) con valores
en el grupo (Z)n−1 × v(F ∗) ordenado lexicogra´ficamente.
2.2. Cuerpos de Valuacio´n Discreta
Un cuerpo F se dice un cuerpo de valuacio´n discreta si este admite una
valuacio´n discreta no trivial.
Definicio´n 2.11. Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta. Un elemento pi ∈ Ov
es llamado un elemento primo (elemento uniformizador) si v(pi) genera el grupo
v(F ∗). Sin pe´rdida de generalidad se asumira´ que el homomorfismo v : F ∗ → Z
es sobreyectivo. Esto es v es normalizada.
Lema 2.12. Si char(F ) 6= char(F v), entonces char(F ) = 0 y char(F v) 6= 0.
Demostracio´n. Supongamos char(F ) = p 6= 0, entonces p = 0 en F , p = 0 en
F v lo cual significa char(F v) = p.
Lema 2.13. Sea (F, v) un cuerpo valuado y J un ideal diferente de cero del
anillo de enteros Ov. Sean α ∈ J y β ∈ Ov. Si v(α) ≤ v(β) entonces β ∈ J .
Demostracio´n. Dado que v(β) ≥ v(α), se tiene v(β) − v(α) ≥ 0, por lo tanto
v(β/α) ≥ 0 es decir β/α ∈ Ov. El resultado se tiene por el hecho que β =
α(β/α).
Lema 2.14. Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta y pi un elemento uni-
formizador. El anillo de enteros Ov es un dominio de ideales principales y
todo ideal no cero de Ov es generado por pin, para algu´n n ∈ N.
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Demostracio´n. Sea α ∈ Ov y n = v(α). Entonces v(αpi−n) = 0, lo cual significa
α = pinu donde u es una unidad enOv. Por el lema anterior se puede ver que si I
es un ideal propio de Ov, entonces I = pikOv donde k = mı´n{n ∈ N |n = v(α)}.
En particular M = piOv y Ov no posee un ideal minimal no trivial.
Lema 2.15. Cualquier elemento α ∈ F ∗ puede escribirse de manera u´nica
como pinε para algu´n n ∈ N y ε ∈ Uv.
Demostracio´n. Sea n = v(α). Entonces αpi−n ∈ Uv y α = pinε para algu´n
ε ∈ Uv. Si pinε1 = pimε2, entonces n + v(ε1) = m + v(ε2). Como ε1, ε2 ∈ Uv se
deduce n = m y ε1 = ε2.
2.2.1. Topolog´ıa de Valuacio´n Discreta
Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta con valuacio´n v y d ∈ (0, 1). La apli-
cacio´n dv : F × F → R definida por dv(α, β) = dv(α−β) es una me´trica sobre
F . Por lo tanto, esto induce una estructura de espacio topolo´gico de Hausdorff
sobre F . Para α ∈ F los conjuntos α + pinOv, n ∈ N, forman una base de
vecindades abiertas de α. Esta topolog´ıa sobre F , la topolog´ıa inducida sobre
Uv y 1 +Mv es llamada Topolog´ıa de Valuacio´n Discreta.
Lema 2.16. Un cuerpo F con la topolog´ıa definida anteriormente es un cuerpo
topolo´gico, esto es, las operaciones del cuerpo +,× y la inversa son continuas.
Demostracio´n. Dado que
v((α− β)− (α0 − β0)) ≥ mı´n(v(α− α0), v(β − β0)),
v(αβ − α0β0) ≥ mı´n(v(α− α0) + v(β), v(β − β0) + v(α0)),
v(α−1 − α−10 ) = v(α− α0)− v(α)− v(α0),
se obtiene la continuidad de la suma, multiplicacio´n y divisio´n.
Lema 2.17. Sea F un cuerpo el cual tiene estructura de cuerpo de valuacio´n
discreta con respecto a las valuaciones v1 y v2. Entonces la topolog´ıa inducida
por las topolog´ıas coincide si y so´lo si v1 = v2.
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2.3. Cuerpos Locales
Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta y v la valuacio´n sobre e´ste, como F es
un espacio me´trico por la topolog´ıa inducida por la norma se puede introducir
la nocio´n de sucesio´n de cauchy. Una sucesio´n (an)n∈N de elementos de F es
llamada de Cauchy si para todo nu´mero real c existe N ∈ N tal que
∀n,m ≥ N v(an − am) ≥ c.
En vista de las propiedades de la valuacio´n, para una sucesio´n de Cauchy se
tiene que l´ım v(an) existe.
Lema 2.18. El conjunto A de todas las sucesiones de cauchy forma un anillo
con respecto a la adicio´n y multiplicacio´n componente a componente. El con-
junto de todas las sucesiones de cauchy (an)n∈N con an → 0 cuando n → ∞
forma un ideal maximal M de A. El cuerpo A/M es un cuerpo de valuacio´n
discreta con la valuacio´n v̂ definida por v̂(an) = l´ım v(an).
Definicio´n 2.19. Un cuerpo de valuacio´n discreta se dira´ completo si toda
sucesio´n de Cauchy (an)n∈N es convergente. Es decir, existe l´ım an ∈ F con
respecto a v. Un cuerpo F̂ con una valuacio´n v̂ es llamado una completacio´n
de F si e´ste es completo, v̂|F = v y F es un subcuerpo denso en F̂ con respecto
a v̂.
Proposicio´n 2.20. Todo cuerpo de valuacio´n discreta tiene una completacio´n
la cual es u´nica salvo isomorfismos sobre F .
Lema 2.21. Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta y F̂ su completado, con
valuaciones respectivas v y v̂. Entonces el anillo de enteros Ov es denso en Ov̂,
el ideal maximal Mv es denso en Mv̂ y el cuerpo residual Fv coincide con el
cuerpo residual de F̂ con respecto a la valuacio´n v̂.
Definicio´n 2.22. Cuerpo Local: Un cuerpo completo de valuacio´n discreta
con cuerpo residual perfecto es llamado un cuerpo local.
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2.3.1. Ejemplos
1. La completacio´n de Q con respecto a la valuacio´n vp es llamada el cuerpo
de los nu´mero p-a´dicos y se denota por Qp, el anillo de enteros de Qp se
denota Zp y es llamado el anillo de enteros p−a´dicos. El cuerpo residual
de Qp es el cuerpo finito Fp con p elementos.
2. La completacio´n de K(X) con respecto a vX es el cuerpo de series de
Laurent K((X)) con la valuacio´n
v
( ∞∑
n∞
αnX
n
)
= mı´n{n ∈ Z : αn 6= 0}
El anillo de enteros con respecto a vX es K[[X]], que es el conjunto de
todas las series formales
∑∞
n=0 αnX
n, αn ∈ K. El cuerpo residual se
puede identificar con K.
3. Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta con respecto a la valuacio´n v, y
F̂ su completado. Entonces la valuacio´n v∗ sobre F (X) definida en el
Ejemplo 5 seccio´n 2.2.1 se puede extender de manera natural a F̂ ((X)).
Para f(X) =
∑
n≥m αnX
n, αn ∈ F , αm 6= 0, sea
v∗(f(X)) = (m, v̂(αm)).
El anillo de enteros de v∗ sobre F̂ ((X)) es Ov̂ +XF̂ [[X]].
2.4. Estructura de los Cuerpos de Valuacio´n
Discreta Completos
En esta seccio´n se presentara´n algunas definiciones y teoremas de estructura
para cuerpos de valuacio´n discreta completos. Se pueden ver las demostraciones
en [3]. Se sabe que existen 3 casos: Dos casos de igual caracter´ıstica, cuando
Char(F ) = Char(F ) = 0 o Char(F ) = Char(F ) = p > 0, y uno de diferente
caracter´ıstica, cuando Char(F ) = 0, Char(F ) = p > 0−
2.4. ESTRUCTURA DE LOS CUERPOS DE VALUACIO´N DISCRETA COMPLETOS 14
Un conjunto T se llamara´ un conjunto de representantes para un cuerpo va-
luado F si T ⊂ Ov, 0 ∈ T y la aplicacio´n cano´nica T → Ov/Mv = F es una
biyeccio´n. Se escribira´ como rep : F → T a la inversa de esta aplicacio´n. Para
un conjunto S se denota por (S)∞n el conjunto de todas sucesiones (ai)i≥n,
ai ∈ S. Sea (S)∞−∞ la unio´n de conjuntos decrecientes (S)∞n donde n tiende a
menos infinito.
Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta completo con anillo de enteros O y
cuerpo residual F . Sea pi un elemento primo y T un conjunto de representantes
de F .
Proposicio´n 2.23. Todo elemento a ∈ O puede escribirse de manera u´nica
como una serie convergente
a =
∞∑
n=0
θnpi
n, con θn ∈ T.
y todo elemento α ∈ F se puede escribir de manera u´nica como
α =
∑
n>−∞
θnpi
n, con θn ∈ T.
A continuacio´n se introducira´ un conjunto especial de representantes T que es
cerrado con respecto a la multiplicacio´n, para describir los coeficientes de las
sumas y productos de series de potencia convergentes.
Definicio´n 2.24. Asumamos que Char(F ) = p > 0. Sea a ∈ F . Un elemento
α ∈ O se dice un representante multiplicativo(Representante de Teichmu¨ller)
de a si α = a y α ∈ ∩m≥0F pm .
Esta´ definicio´n es justificada por la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 2.25. Un elemento a ∈ F tiene un representante multiplicativo
si y so´lo si a ∈ ∩m≥0F p
m
. El representante multiplicativo para cada a es u´nico.
Si a y b tienen como representantes multiplicativos α y β respectivamente,
entonces αβ es el representante multiplicativo de ab.
Estos son algunos resultados importantes para el caso de igual caracter´ıstica.
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Lema 2.26. El anillo de enteros OF contiene un cuerpo no trivial M si y so´lo
si Char(F ) = Char(F ).
Definicio´n 2.27. Un cuerpo M ⊂ OF es llamado un cuerpo de coeficientes
en OF si existe un isomorfismo sobre el cuerpo residual M = F .
Si existe tal cuerpo, este es un conjunto de representantes de F en OF , lo cual
implica que en este caso F es isomorfo (algebraica y topolo´gicamente) con el
cuerpo M((X)), donde a un elemento primo pi se le hace corresponder con X.
Este isomorfismo depende de la seleccio´n de un cuerpo de coeficientes, el cual
es algunas veces u´nico y de la eleccio´n del elemento primo de F .
Proposicio´n 2.28. Sea Char(F ) = 0, entonces existe un cuerpo de coefi-
cientes en OF . Un cuerpo de coeficientes se puede escoger de infinitas formas
si y solo si F no es algebraico sobre Q.
Para tratar el caso de Char(F ) = p consideremos las siguiente nocio´n intro-
ducida por Teichmu¨ller: Un conjunto de elementos diferentes θ1, · · · , θn de F
son llamados una p−base de F , si
F = F
p
[{θi}] y |F p[θ1, · · · , θn] : F p| = pn
para cada θi. El conjunto vac´ıo es una p−base si y so´lo si F es perfecto. Para
un cuerpo imperfecto F , una p−base Θ = {θi} existe por el lema de Zorn, dado
que cada conjunto maximal de elementos θi que satisface la segunda condicio´n
posee la primera propiedad. La definicio´n de p−base implica que F = F pn para
n ≥ 1.
Proposicio´n 2.29. Sea Char(F ) = p. Si F es perfecto, entonces existe un
cuerpo de coeficientes y este es u´nico; este coincide con el conjunto de rep-
resentantes multiplicativos de F en OF . Si F es imperfecto, entonces existen
infinitos cuerpos de coeficientes.
En resumen: dado un cuerpo de valuacio´n discreta completo F , si Char(F ) =
Char(F ) = 0 o´ Char(F ) = Char(F ) = p > 0, entonces
F ' F ((X)).
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Las definiciones y resultados que se presentan a continuacio´n nos sirven para
presentar la estructura de un cuerpo de valuacio´n discreta completo que cumple
Char(F ) = 0, Char(F ) = p > 0.
Sea A = Z[X0, X1, · · · , Y0, Y1, · · · ] el anillo de polinomios en variables
X0, X1, · · · , Y0, Y1, · · · con coeficientes en Z. Se introducen los polinomios
Wn(X0, · · · , Xn) =
n∑
i=0
piXn−ii , n ≥ 0
En particular W0(X0) = X0, W1(X0, X1) = X
p
0 + pX1.
Proposicio´n 2.30. Existen polinomios u´nicos
w∗n(X0, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn) ∈ A, n ≥ 0
que satisfacen la ecuacio´n
Wn(X0, · · · , Xn) ∗Wn(Y0, · · · , Yn) = Wn(w(∗)0 , · · · , w(∗)n )
para n ≥ 0, donde ∗ = + o ∗ = ×. Y los polinomios
w∗n(X0, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn)p − w∗n(Xp0 , · · · , Xpn, Y p1 , · · · , Y pn )
pertenecen a pA.
Construccio´n del Anillo de Witt:
Sea B un anillo conmutativo con unidad. Dados los polinomios
Wn(X0, · · · , Xn) =
n∑
i=0
piXn−ii , n ≥ 0
sobre B, sean las ima´genes de los polinomios Wn ∈ Z[X0, · · · , Xn] (definidos
anteriormente) bajo el homomorfismo natural Z→ B. Para (ai)i≥0, haciendo
(a(i)) = (W0(a0),W1(a0, a1), · · · ) ∈ (A)∞0 ;
Las sucesiones (ai) ∈ (B)∞0 son llamadas Vectores de Witt, y las componentes
(ai) para i ≥ 0 son llamadas las componentes fantasma del vector de Witt
(ai). La aplicacio´n (ai) 7→ (a(i)) es una biyeccio´n de (B)+∞0 sobre (B)+∞0 si p
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es un elemento invertible en B. Transfiriendo la estructura de anillo de (a(i)) ∈
(B)+∞0 bajo la suma y multiplicacio´n componente a componente sobre (ai) ∈
(B)+∞0 . Entonces para (ai), (bi) ∈ (B)+∞0 se tiene
(ai) ∗ (bi) = (w(∗)0 (a0, b0), w1(a0, a1, b0, b1), · · · )
para ∗ = + o´ = ×, donde los polinomios w∗i son las ima´genes de los polinomios
w
(∗)
i ∈ Z[X0, X1 · · · , Y0, Y1, · · · ] bajo el homomorfismo cano´nico Z → B. Si p
es invertible en B, entonces el conjunto de vectores de Witt es claramente un
anillo conmutativo bajo las operaciones definidas anteriormente. En el caso
general cuando p no es invertible en B, la propiedad del conjunto (B)+∞0 de
ser un anillo conmutativo bajo las operaciones +,× definidas anteriormente
puede expresarse v´ıa ciertas ecuaciones para los coeficientes de los polinomios
w
(∗)
i ∈ B[X0, X1 · · · , Y0, Y1, · · · ]. Esto implica que si el anillo B satisface estas
condiciones, entonces lo mismo es cierto para un subanillo, el anillo cociente y
el anillo de polinomios. As´ı, para todo anillo se puede obtener de esta forma
un anillo B en el cual p es invertible, se deduce que bajo la imagen en B de
las operaciones definidas anteriormente para B el conjunto (B)+∞0 es un anillo
conmutativo con unidad (1, 0, 0, · · · ). Este anillo es llamado el Anillo de Witt
de B y es denotado W (B). Si B es un dominio entero entonces W (B) es un
dominio entero.
Teorema 2.31. Sea K un cuerpo perfecto de caracter´ıstica p. Para un vector
de Witt α = (a0, a1, · · · ) ∈ W (K) sea
v(α) = mı´n{i : ai 6= 0} si, α 6= 0, v(0) = +∞
Sea F0 el cuerpo de fracciones de W (K) y v : F
∗
0 → Z la extensio´n de v a
W (K) (v(αβ−1) = v(α) − v(β)). Entonces v es una valuacio´n discreta sobre
F0 y F0 es cuerpo de valuacio´n discreta completo de caracter´ıstica 0 con anillo
de enteros W (K) y cuerpo residual isomorfo a K.
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2.5. Extensiones de Cuerpos Valuados
Sea F un cuerpo y L una extensio´n de F el cual es un cuerpo de valuacio´n
discreta con respecto a la valuacio´n v, con valores en el grupo Γ′. Entonces v
induce una valuacio´n v0 sobre F . Bajo estas condiciones se dice que L/F es
una extensio´n de cuerpos valuados.
Definicio´n 2.32. El nu´mero e = |v(L∗)/v0(F ∗)| es llamado el ı´ndice de rami-
ficacio´n e(L/F, v) de la extensio´n L/F .
Definicio´n 2.33. El nu´mero f = |F v : F v0| es llamado el grado residual de
L/F y se denota f(L/F, v).
Sea K un cuerpo de valuacio´n discreta completo con cuerpo residual K de
caracter´ıstica positiva p.
En el caso de caracter´ıstica diferente, es decir Char(K) = 0, fijamos el cuerpo
k, el cual consiste de todos los elementos que son algebraicos sobre el cuerpo
de fracciones k0 de W (F ), donde F = ∩Kp
i
.
En el caso de igual caracter´ıstica, fijamos un subcuerpo de la base k0 en K el
cual es completo con respecto a la valuacio´n inducida y su cuerpo residual es
Fp. Es claro que k0 es igual a k0((α)) para algu´n α ∈ K, donde la valuacio´n
de α es positiva. En este caso, k denota la clausura algebraica de k0F en K.
En ambos casos, k se llamara´ el subcuerpo constante de K.
Teorema 2.34. (Teorema de Epp) Sea L/K una extensio´n finita de un cuerpo
de valuacio´n discreta completo, k el subcuerpo constante de K. Entonces existe
una extensio´n finita l/k tal que e(lL/kK) = 1.
Capı´tulo3
Cuerpos Locales n-dimensionales
En esta cap´ıtulo se presentara´n algunas definiciones y teoremas de estructura
para los cuerpos locales de dimensio´n superior. Todas las definiciones y de-
mostraciones son tomados de [11].
3.1. Definicio´n
Definicio´n 3.1. Un cuerpo K se dice que tiene estructura de cuerpo local
n-dimensional sobre un cuerpo finito K0, si K es un cuerpo de valuacio´n
discreta completo con respecto a v = vn y existe una cadena de cuerpos
K = Kn, Kn−1, · · · , K1, K0,
donde cada Ki+1 es un cuerpo de valuacio´n discreta completo con respecto a
la valuacio´n vi+1 con cuerpo residual Ki para 1 ≤ i ≤ n−1, y K0 es un cuerpo
finito. El cuerpo kK = Kn−1 es llamado el primer cuerpo residual de K y K0
el u´ltimo cuerpo residual.
El cuerpo finito Fq con q elementos es llamado un cuerpo local 0-dimensional.
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3.1.1. Ejemplos
1. F = Fq((X)) es un cuerpo local 1−dimensional,
K1 = Fq((X)),
K0 = Fq.
2. Sea F una extensio´n finita de Qp. F es cuerpo local 1−dimensional,
K1 = F,
K0 = Fq,
donde q = pf .
3. Sea F un cuerpo local (n− 1)−dimensional y K = F ((X)) el cuerpo de
series de Laurent con coeficientes en F, con la valuacio´n
υ
( ∞∑
i=−m
aiX
i
)
= −m
Esta valuacio´n hace a F ((X)) un cuerpo local n−dimensional con cuerpo
residual F .
F = Qp((X1)) · · · ((Xn)) y F = K((X1)) · · · ((Xn−1)), donde K es una
extensio´n finita de Qp, son cuerpos locales n−dimensionales.
4. Dado un cuerpo de valuacio´n discreta completo F sea
K = F{{T}} =
{
+∞∑
−∞
aiT
i : ai ∈ F, ı´nf υF (ai) > −∞, l´ım
i→−∞
υF (ai) = +∞
}
el cuerpo de series formales de Laurent acotadas con coeficientes en K,
se define sobre K la siguiente valuacio´n
vK
( ∞∑
−∞
aiT
i
)
= ı´nf(υF (ai)),
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entonces K es un cuerpo local 2-dimensional,
K2 = F{{T}},
K1 = kF ((t)),
K0 = kF .
Primero veamos que vK es una valuacio´n, puesto que ı´nfvF (ai) > −∞
el mı´nimo siempre existe. Sean f =
∑
fiX
i y g =
∑
giX
i, se sabe que
vF (fi + gi) ≥ mı´n(vF (fi), vF (gi)), as´ı
mı´n
i∈N
vF (fi + gi) ≥ mı´n
i,j∈N
(vF (fi), vF (gj)) = mı´n(vF (f), vF (g))
entonces vK(f + g) ≥ mı´n(vK(f), vK(g)).
Ahora, supongamos que vK(f) = v(fn) y vK(g) = v(gm) donde vF (fi) >
vF (fn) y vF (gj) > vF (gm) con i < n y j < m. Sea fg = h =
∑
hsX
s.
Vamos a mostrar que
mı´n vF (hs) = vF (hn+m) = vF
( ∑
i+j=n+m
figj
)
.
Si i < n entonces como v(fn) y v(gm) son mı´nimos y sus ı´ndices tambie´n
son mı´nimos, vF (fi) > vF (fn) y vF (gj) ≥ vF (gm), de esto se concluye la
siguiente desigualdad estricta
vF (figi)  vF (gngm) con i 6= n
entonces v(hn+m) = v(fngm). Tambie´n esta´ claro que mı´ni,j ≥ vF (fngm),
as´ı vK(h) ≥ vK(f) + vK(g). Por lo tanto, se obtiene vK(h) = vK(f) +
vK(g). As´ı v es realmente una valuacio´n.
Ahora veamos que F{{X}} es completo con respecto a la valuacio´n vK .
Sea fn una sucesio´n de Cauchy en F{{X}}. Esto significa que cuando
n,m tienden a infinito vK(fn− fm) = mı´n vF (fni− fmi) tiende a infinito.
Por tanto, para cada i ∈ Z, fni es una sucesio´n de Cauchy en F con
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respecto a vF . Dado que F es un cuerpo completo, la sucesio´n fni converge
a un u´nico punto en F. Sea
αi = l´ım fni para i ∈ Z.
Ahora, uno puede fa´cilmente demostrar que
∑
αiX
i = l´ım fn, lo cual
significa que F{{X}} es completo con respecto a vK .
Un elemento f ∈ F{{X}} es un elemento del anillo de enteros OvK si
y so´lo si mı´n vF (fi) ≥ 0, y f ∈ MvK si y so´lo si mı´n vF (fi) > 0. Esto
significa OvK = OvF {{X}} y MvK =MvF {{X}}. Definiendo
ϕ : OvK = OvF {{X}} → OvF /MvF ((t))
como
∑
aiX
i 7→ ∑ aiti se tiene que ϕ es un homomorfismo de anillos,
el cual es sobre y su nu´cleo es MvK{{X}}. As´ı, el cuerpo residual de
F{{X}} es el cuerpo de series de Laurent con coeficientes en el cuerpo
residual de F .
5. Sea F un cuerpo de valuacio´n discreta completo y consideremos el cuerpo
K = F{{X}}{{Y }}. Entonces el cuerpo residual de K es F ′((t1)) donde
F ′ es el cuerpo residual de F{{X}}, F ′ = F ((t2)). Por lo tanto, el cuerpo
residual de K es F ((t1))((t2)). As´ı K = F{{X}}{{Y }} es un cuerpo local
3−dimensional
K3 = F{{X}}{{Y }},
K2 = kF ((t1))((t2)),
K1 = kF ((t1)),
K0 = kF .
Definicio´n 3.2. Sea k un cuerpo local, los cuerpos
k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn)) 0 ≤ m ≤ n− 1,
son cuerpos locales n-dimensionales y son llamados Cuerpos Esta´ndar.
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Lema 3.3. K1 = K((X)){{Y }} es isomorfo a K2 = K((Y ))((X))
Demostracio´n. Se define Φ : K((X)){{Y }} → K((Y ))((X)) como sigue, dado
α ∈ K((X)){{Y }}
α =
∞∑
−∞
fi(X)Y
i ∈ K((X)){{Y }},
donde
fi(X) =
∞∑
j−∞
a
(i)
j X
j,
y
Φ(α) =
∞∑
−∞
gr(Y )X
r
donde gr(Y ) =
∑
a
(i)
r Y i. Primero veamos que el rango de Φ es realmente
K((Y ))((X)). Para ver esto, debemos mostrar que gr(Y ) = 0 para la mayor´ıa
de nu´meros negativos r. Supongamos que para todo k ∈ Z existe r < k tal que
gr(Y ) =
∑
a
(i)
r Y i 6= 0. Esto significa, para algu´n i ∈ Z, el coeficiente a(i)r 6= 0.
As´ı concluimos que v(fr) = r < k, por lo tanto ı´nf v(fj) = −∞ , lo cual es
imposible. Sea
vK1
( ∞∑
−∞
fi(X)Y
i
)
= k,
lo cual significa
mı´n{vX(fi(X)) : i ∈ Z} = mı´n
i,j∈Z
{j ∈ Z : a(i)j 6= 0}
= vX(fk(X))
= mı´n{j ∈ Z : a(k)j 6= 0}
y por otra parte
vK2(Φ(α)) = vK2
( ∞∑
−∞
gr(Y )X
r
)
= mı´n
r∈Z
{vY (gr(Y ))}
= mı´n
r∈Z
{j ∈ Z : a(j)r 6= 0}
= mı´n{j ∈ Z : a(k)j 6= 0}
= k.
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As´ı tenemos el lema.
Nota 2. En particular Fq{{X}} = Fq((X)).
3.2. Sistema de Para´metros Locales
Definicio´n 3.4. Una n−upla de elementos (t1 · · · tn) ∈ Kn es llamada un
sistema de para´metros locales de K, si ti es una unidad en Kj para j > i y la
clase residual de ti en Ki es un elemento primo para 1 ≤ i ≤ n.
Lema 3.5. Sea k un cuerpo local. Para el Cuerpo Esta´ndar
K = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn)),
la n-upla (X1, · · · , Xm, pi,Xm+2, · · · , Xn) donde pi es un elemento primo de k,
forma un sistema de para´metros locales para K.
Demostracio´n. Sea i un ı´ndice donde m+ 1 < n− i ≤ n. Entonces
Kn−i = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xm−i)).
De este modo Xm−i es un elemento primo de Kn−i, y se sabe que Xm−i es
constante en Kn−i+1 lo cual significa que es una unidad en Oj para j > m −
i.
Este sistema de para´metros locales es llamado el sistema cano´nico de para´me-
tros locales.
Dado un cuerpo local n−dimensional, sea m el ma´ximo sub´ındice tal que
Char(Km) = p; tenemos 0 ≤ m ≤ n. As´ı, hay n + 1 tipos de cuerpos locales
n−dimensionales: Cuerpos de caracter´ıstica p y cuerpos con Char(Km+1) = 0,
char(Km) = p, 0 ≤ m ≤ n − 1. As´ı el caso de caracter´ıstica mixta es el caso
m = n− 1.
Supongamos Char(kK) = p, es decir, m es igual a n − 1 o n. Entonces el
conjunto de representantes de Teichmu¨ller T en OK es un cuerpo isomorfo a
K0.
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3.3. Teorema de Clasificacio´n
Podemos clasificar un cuerpo local K cin respecto a su caracter´ıstica y la de
K, existen 3 casos:
1. Char(K) = Char(K) = 0
2. Char(K) = Char(K) = p > 0
3. Char(K) = 0, Char(K) = p > 0
El siguiente Teorema dado por Parshin, clasifica los Cuerpos Locales n-dimensionales
en te´rminos de los Cuerpos Esta´ndar.
Teorema 3.6. Teorema de Clasificacio´n (Parshin) Sea K un cuerpo
local n-dimensional y
K = Kn, Kn−1, ..., K1, K0
su correspondiente cadena de cuerpos de valuacio´n discreta completos entonces,
1. Si Char(Kn) = p > 0, entonces K es isomorfo a:
Fq((X1)) · · · ((Xn));
2. Si Char(K1) = 0, entonces K es isomorfo a:
k((X1)) · · · ((Xn−1));
donde k es un cuerpo local de caracter´ıstica 0.
3. Si Char(Km+1) = 0 y Char(Km) = p, entonces K es isomorfo a una
extensio´n finita de un cuerpo esta´ndar de la forma
k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn));
adema´s, existe una extensio´n finita de K la cual es un cuerpo esta´ndar.
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3.3.1. Prueba en el Caso de Igual Caracter´ıstica
1. Si Char(K) = p > 0. Entonces Char(Ki) = p > 0 para todo i, en
particular Char(K1) = p > 0, es decir K1 es un cuerpo de valuacio´n
discreta completo de caracter´ıstica p. Por el teorema de estructura de
los cuerpos de valuacio´n discreta completos de caracter´ıstica p, K1 es
isomorfo a K1((X1)) = K0((X1)). Pero K0 es un cuerpo finito, de este
modoK1 = Fq((X1)), donde q = pf , para algu´n entero positivo f . Usando
de nuevo el mismo argumento se deduce que K = Fq((X1)) · · · ((Xn)).
2. Si la caracter´ıstica de K1 es cero entonces,
Char(K0) = p > 0 y Char(Kn) = · · · = Char(K1) = 0, usando el
teorema de estructura de los cuerpos de valuacio´n discreta completos de
igual caracter´ıstica, se deduce que:
Kn = Kn−1((Xn−1)),
Kn−1 = Kn−2((Xn−2)),
...
K2 = K1((X1)),
donde K1 ' k y k es una extensio´n finita de Qp de esta forma tenemos
K = k((X1)) · · · ((Xn−1)).
3.3.2. Prueba en el Caso de Caracter´ıstica Diferente
Suponiendo que estamos en la tercera situacio´n, sin pe´rdida de generalidad
vamos a asumir que la caracter´ıstica de K es igual a cero, y la caracter´ıstica
de Kn−1 es igual a p. Entonces, por los anteriores argumentos
Kn−1 = Fq((X1)) · · · ((Xn−1)).
Sea k0 = Q(W (Fq)) el cuerpo de fracciones del anillo de witt W (Fq) sobre Fq,
se sabe que k0 es un cuerpo de valuacio´n discreta completo con cuerpo residual
Fq. Ahora sea
K ′ = {{t1}} · · · {{tn−1}}
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donde t1, · · ·, tn−1, pi es un sistema de para´metros locales de K. Entonces el
cuerpo residual de K ′ es igual al cuerpo
k0{{t1}} · · · {{tn−1}} ' Fq((X1)) · · · ((Xn−1)) = Kn−1
Se sabe que el cuerpo K se sumerge en K ′. Dado que el grado residual
f = f(K/K ′) = [K : K ′]
es finito. La extensio´n K/K ′ es finita. Ahora por el Teorema de Epp existe una
extensio´n finita k = k0(α) de k0, tal que e(kK/kK
′) = 1. De este modo solo
se debe mostrar que el cuerpo kK, el cual es una extensio´n finita sobre K, es
un cuerpo esta´ndar. Lo cual se sigue del siguiente lema.
Lema 3.7. Sea L una extensio´n finita de un cuerpo esta´ndar
K = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn))
Si e(L/K) = 1, entonces L es un cuerpo esta´ndar.
Demostracio´n. Sin perdida de generalidad se asume que
L = K(α),
para algu´n α en la clausura algebraica de K. Obse´rvese que el lema se tiene si
α es algebraico sobre el cuerpo
Kn−1 = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn−1)).
Supongamos que α no es algebraico sobre Kn−1. Se sabe que la clausura alge-
braica de K esta contenida en el cuerpo de series de Puiseux sobre ka en las
variables X1, · · · , Xm, Xm+2, · · · , Xn dado por
ka{{XQ1 }} · · · {{XQm}}((XQm+2)) · · · ((XQn )).
Sea
α =
∑
q∈Q
cqX
q
n,
donde cq es un elemento de la serie de Puiseux sobre Kn−1. Como α no es
algebraico sobre Kn−1, existe q ∈ Q−Z, tal que cq 6= 0. Multiplicando por una
potencia adecuada de Xn, se puede asumir que cq < 0. En este caso se tendr´ıa
que la valuacio´n de α dada por la norma trazada es un nu´mero racional, lo
cual contradice el hecho que el ı´ndice de ramificacio´n e(L/K) de L/K es 1.
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3.4. Estructura del Ideal Ok
Primero se dara´ una definicio´n no esta´ndar para el orden lexicogra´fico en Zn,
dada por Madnuts y Zhukov.
Definicio´n 3.8. El orden lexicogra´fico de Zn es definido de la siguiente forma.
Se dira´ que i = (i1, · · · , in) < j = (j1, · · · , jn) si y so´lo si
il < jl, il+1 = jl+1, · · · , in = jn para algu´n l ≤ n.
Ahora se introducira´ la aplicacio´n:
υ = (v(1), · · · , v(n)) : K∗ → Zn
definida por
v(i)(α) = vi(αt
−vn(α)
n , · · · t−vi+1(α)i+1 ), para 1 ≤ i ≤ n.
Lema 3.9. La valuacio´n υ : K∗ → Zn ∪ {∞} definida anteriormente, es una
valuacio´n discreta de rango n.
Demostracio´n. Sean α, β ∈ K. Se tiene que mostrar que v(n−j)(αβ) = v(n−j)(α)+
v(n−j)(β) para 0 = j < i ≤ n− 1. Se tiene que
v(n−i)(αβ) = vi(αβt
−v(n)(αβ)
n · · · t−v(i+1)(αβ)i+1 )
= vi(αt
−v(n)(α)
n · · · t−v(i+1)(α)i+1 βt−v
(n)(β)
n · · · t−v(i+1)(β)i+1 )
= vi(αt
−v(n)(α)
n · · · t−v(i+1)(α)i+1 ) + vi(βt−v
(n)(β)
n · · · t−v(i+1)(β)i+1 )
= v(i)(α) + v(i)(β),
lo cual significa que υ es un homomorfismo de grupos.
Lema 3.10. Sea K un cuerpo local n−dimensional con respecto a una valu-
acio´n υ de rango n. Entonces el anillo local Oυ = {α ∈ K : υ(α) ≥ 0} es lla-
mado el anillo de enteros de K, con ideal maximal Mυ = {α ∈ K : υ(α) > 0}.
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Lema 3.11. El cuerpo residual Oυ/Mυ es isomorfo a el u´ltimo cuerpo residual
K0 de K.
Definicio´n 3.12. Para 1 ≤ l ≤ n sea P (il, · · · , in) = PK(il, · · · , in) = {α ∈
K : (v(l)(α), · · · , v(n)(α)) ≤ (il, · · · , in)}. En particular P (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−veces
) = OK y
P (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
(n−1)−veces
) =MK
Lema 3.13. El anillo OK no es Noetheriano.
3.5. Estructura del Grupo K∗
Definicio´n 3.14. El grupo multiplicativo
UK = O∗K
es llamado el grupo de las unidades con respecto a v, y el subgrupo multiplica-
tivo
VK = 1 +MK
de UK es llamado las unidades principales con respecto a v. Para 1 ≤ l ≤ n
los grupos multiplicativos
UK(il, · · · , in) = 1 + P (il, · · · , in),
para todo (il, · · · , in) ∈ Zn−l son llamados altos grupos de unidades con re-
specto a v.
Lema 3.15. Consideremos los representantes de Teichmu¨ller
T = {[α] : α ∈ K0} del u´ltimo cuerpo residual K0 en K. Entonces
UK ' T ⊕ VK .
Si adema´s (tn, · · · , t1) es un sistema de para´metros locales de K, entonces
K∗ ' Zt1 ⊕ · · ·Ztn ⊕ UK .
3.6. EXTENSIONES 30
3.6. Extensiones
Sea L/K una extensio´n finita de un cuerpo. SiK es un cuerpo local n−dimensional,
entonces L tambie´n lo es.
Definicio´n 3.16. Sean t1, · · · , tn un sistema de para´metros locales de K y
t′1, · · · , t′n un sistema de para´metros locales de L. Sean v, v′ sus valuaciones
correspondientes. Sea
E(L|K) := (v′j(ti))i,j =

e1 · · · · · · 0
· · · e2 · · · 0
· · · · · · · · · 0
· · · · · · · · · en
 ,
donde ei = ei(L|K) = e(Li|Ki) para i = 1, · · · , n. Entonces ei no depende de
la eleccio´n de los para´metros y
[L : K] = f(L|K) det(E(L|K)),
donde f(L|K) = |L0 : K0|.
Capı´tulo4
Topolog´ıa de los Cuerpos Locales de
Dimensio´n Superior
En este cap´ıtulo se definira´ de manera inductiva la topolog´ıa sobre K+ y K∗,
dondeK es un cuerpo local n−dimensional. Se presentara´n algunas propiedades
de las topolog´ıas, todos los resultados y demostraciones son tomados de [3],
[8], [11] y [12].
4.1. Topolog´ıa sobre K+
La topolog´ıa dada por la valuacio´n discreta en un cuerpo local n−dimensional
K no es adecuada para el estudio de las propiedades aritme´ticas de K, puesto
que no es localmente compacta. Es por esta razo´n que Parshin busco´ otras
formas de dotar a K de una topolog´ıa que este´ ı´ntimamente ligada con la
topolog´ıa de los otros cuerpos de la cadena K = Kn, Kn−1, . . . , K0. La con-
struccio´n es inductiva por esta razo´n es suficiente estudiar el caso de un cuerpo
local 2−dimenional, aqu´ı tenemos tres casos, dos de igual caracter´ıstica y uno
de caracter´ıstica diferente
a) K0 = Fq, Char(K1) = Char(K2) = p, en este caso K2 = Fq((x1))((x2)).
b) K0 = Fq, Char(K1) 6= Char(K2) = p, en este caso K2 = K{{T1}}, donde
31
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K/Qp es finita.
c) K0 = Fq, Char(K1) = Char(K2) = 0, en este caso K2 = K((x1)), donde
K/Qp es finita.
Primero estudiaremos el caso de igual caracter´ıstica, en este caso K2 es un
cuerpo de series de Laurent. Supondremos inductivamente que K es un cuerpo
con una topolog´ıa Hausdorff tal que la adicio´n y la multiplicacio´n por un
elemento fijo son continuas, supongamos que F es un cuerpo de valuacio´n
discreta con cuerpo residual K y con la misma caracter´ıstica de K. En este
caso podemos suponer que F = K((t)), usando esta identificacio´n levantaremos
la topolog´ıa de K a F y mostraremos que de esta manera las propiedades que
ten´ıamos en K se mantienen en F .
Despue´s estudiaremos el caso de caracter´ıstica diferente, en este caso K2 es un
cuerpo esta´ndar. La construccio´n de la topolog´ıa en este caso es similar al caso
de la series de Laurent.
Para un cuerpo esta´ndar de caracter´ıstica mixta, que es
Kn = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn)),
la combinacio´n de estas dos construcciones lo dotara´ de una topolog´ıa.
4.1.1. Topolog´ıa de las series de Laurent K((X))
Sea C la subclase de las sucesiones de vecindades de cero en K, donde un
sucesio´n de vecindades de cero (Ui)i∈Z esta´ contenida en C si y solo si Ui = K
para casi todos los enteros positivos i.
Se supondra´ que K que tiene una estructura topolo´gica sobre e´l. Por razones
te´cnicas, siempre se asumira´ que la suma es una aplicacio´n continua y la mul-
tiplicacio´n es secuencialmente continua.
Se construira´ la topolog´ıa sobre F = K((X)) de la siguiente forma: para
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(Ui)i∈Z ∈ C sea,
U{Ui} :=
{ ∞∑
i−∞
aiX
i : ai ∈ Ui
}
.
Es claro que para (Ui)i∈Z, (Vi)i∈Z ∈ C se tiene (Ui∩Vi)i∈Z ∈ C y U{Ui}∩U{Vi} =
U{Ui∩Vi}, as´ı se hace del conjunto de conjuntos
B := {U(Ui) : (Ui)i∈Z ∈ C}
una base de vecindades de 0 en K((X)). Sea u(n) una sucesio´n en K((X))
convergente a cero con respecto a la topolog´ıa definida anteriormente. Sea
k ∈ Z fijo y V una vecindad de cero en K. Sea Ui = K si i 6= k y Uk = V .
Dado que u(n) → 0, existe un entero positivo N tal que para m > N se tiene
u(m) ∈ U(Ui) :=
{ ∞∑
i−∞
aiX
i : ai ∈ Ui
}
,
lo cual significa a
(m)
i ⊂ V . As´ı se concluye que para un entero fijo k, la sucesio´n
a
(m)
k tiende a 0. Ahora, se asumira´ que la topolog´ıa sobre K es T0. Supongamos
que el conjunto {i : ani 6= 0} no es acotado inferiormente. En este caso, sin
pe´rdida de generalidad se puede asumir que an−n 6= 0. As´ı K es un espacio
topolo´gico T0, en efecto para todo n ∈ N, existe una vecindad abierta V−n de
0 tal que a
(n)
−n /∈ V−n. Sea,
Ui =
Vi si i < 0,K si i ≥ 0.
Entonces claramente, para cualquier n ∈ N, u(n) /∈ U−n lo cual contradice
con el hecho que u(n) converge a 0. As´ı, el conjunto {i : ani 6= 0} es acotado
inferiormente. Rec´ıprocamente, sea
u(n) =
∞∑
i−∞
aniX
i
una sucesio´n en K((X)). Supongamos que para un entero fijo i, la sucesio´n
a
(n)
i tiende a 0 como n va a infinito, y existe m ∈ Z tal que para todo n ∈ N,
u(n) ∈ XmK[[X]]. Sea (Ui)i∈Z ∈ C. Entonces por la definicio´n de C, existe
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M ∈ N tal que para k > M , existe Ni tal que cuando n > Ni entonces
ani ⊂ Ui. Sea N = ma´x{Ni}, entonces para n > N se tiene a(n)i ∈ UUi , lo
cual significa que la sucesio´n a
(n)
i tiende a cero en K((X)) con respecto a la
topolog´ıa definida anteriormente.
As´ı se tiene el siguiente lema.
Lema 4.1. Una sucesio´n u(n) =
∑∞
i−∞ a
(n)
i X
i ∈ K((X)) converge a cero si
y solo si existe un entero m tal que u(n) ∈ XmK[[X]] para todo n y para cada
i la sucesio´n a
(n)
i es convergente a 0 ∈ K con respecto a la topolog´ıa sobre K.
Proposicio´n 4.2. La adicio´n F ×F → F y la multiplicacio´n por un elemento
fijo F → F son continuas.
Demostracio´n. Es suficiente mostrar que la adicio´n es continua en cero. As´ı supong-
amos que U =
∑
i UiX
i es una vecindad de cero en F . Como K es un grupo
topolo´gico existen vecindades de zero Vi tales que Vi + Vi ⊆ Ui para cada
i ∈ Z. Si Ui = K podemos elegir Vi = K, en cualquier caso V =
∑
i ViX
i
es una vecindad de cero en F tal que V + V ⊆ U , por lo tanto la adicio´n es
continua en F .
Ahora miremos la multiplicacio´n por un elemento fijo de F , es claro que la
multiplicacio´n por cero es continua. Un elemento de F× puede escribirse como
fXn donde f ∈ O×F y n ∈ Z, la multiplicacio´n por Xn es continua, as´ı solo
debemos estudiar la multiplicacio´n por la unidad f . As´ı sea f =
∑
i≥0 aiX
i,
y U =
∑
i UiX
i una vecindad de cero en F , sea l tal que Ui = K para i ≥ l,
como K es un grupo topolo´gico para cada i ≥ 0 existen vecindades abiertas
de cero U
(0)
i , U
(1)
i , . . . ⊆ K tales que
U
(j)
i + U
(j)
i ⊆ U (j−1)i ,
donde U
(−1)
i = Ui. Ahora definamos
Vj =
K si j ≥ l,∩l−1r=jµ−1ar−j(U (r−j)r ) si j < l,
donde x ∈ µ−1am(U) si, y so´lo si xam ∈ U . De esta manera tenemos que para
todo j, Vj es una vecindad de cero en K y por lo tanto V =
∑
VjX
j es una
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vecindad de cero en F . Sea g =
∑
i≥J biX
i ∈ V debemos mostrar que fg ∈ U ,
para esto es suficiente verificar que para todo r < l el r−e´simo coeficiente de
fg esta´ en Ur.
Si r < J dicho coeficiente es cero, y si r ≥ j esto es inmediato de la definicio´n
de Vj.
Definicio´n 4.3. Sean T1 y T2 dos espacios topolo´gicos, una funcio´n
f : T1 → T2
se dice continua por sucesiones, si para toda sucesio´n (xn)n∈N en T1 convergente
a x la correspondiente sucesio´n (f(xn))n∈N en T2 converge a f(x).
Proposicio´n 4.4. La multiplicacio´n en la topolog´ıa definida sobre K((X)) es
continua por sucesiones.
Demostracio´n. Sean αn y βn dos sucesiones en K((X)) convergentes a cero.
Se tiene que mostrar que la sucesio´n αnβn tambie´n converge a cero. Sean
αn =
∞∑
i−∞
f
(n)
i X
i,
βn =
∞∑
i−∞
g
(n)
i X
i.
Dado que αn y βn convergen a cero, por el lema anterior para un i fijo, las
sucesiones f
(n)
i y g
(n)
i convergen a cero y existe un m ∈ Z tal que αn, βn esta´n
contenidos en XmK[[X]], para todo n. Sea
αnβn = θn =
∞∑
i−∞
(∑
i=k+l
f
(n)
k g
(n)
l
)
X i.
Es claro que θn ∈ X2mK[[X]]. As´ı para mostrar que θn tiende a cero, tenemos
que mostrar que para un i fijo, la sucesio´n∑
i=k+l
f
(n)
k g
(n)
l
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converge a cero. Dado que K es secuencialmente compacto, vemos que para
l, k fijos, la sucesio´n
f
(n)
k g
(n)
l
converge a cero. Dado que so´lo hay un nu´mero finito de k, l tales que i = k+ l
y f
(n)
k 6= 0, g(n)l 6= 0. La suma de estas converge a cero y as´ı se tiene la
proposicio´n.
Lema 4.5. Sea (Ui)i∈Z ∈ C, entonces la clausura topolo´gica UUi, de los con-
juntos UUi es igual a
UU iZ :=
{ ∞∑
i−∞
aiX
i : ai ∈ U i
}
.
Proposicio´n 4.6. Sea K un cuerpo topolo´gico T0. Entonces la topolog´ıa sobre
K((X))((Y ))) definida anteriormente no es localmente compacta.
4.1.2. Topolog´ıa de las series de Laurent Acotadas K{{X}}
Igual que en la seccio´n anterior se supondra´ que K que tiene una estructura
topolo´gica sobre e´l. Por razones te´cnicas, siempre se asumira´ que la suma es
una aplicacio´n continua y la multiplicacio´n es secuencialmente continua.
Se sabe que K{{X}} es un cuerpo local 2−dimensional con cuerpo residual
kK((t)). Consideremos la subclase C(K) de vecindades de cero en K, donde
una sucesio´n de vecindades de cero (Ui)i∈Z esta´ contenida en C si y so´lo si
1. La interseccio´n de Ui contiene un ideal diferente de cero PE(c),
2. Para todo ideal PE(l), existe s ∈ Z tal que PE(l) ⊂ Us.
Para tal sucesio´n Ui, sea
U{Ui} =
{ ∑
i−∞
aiX
i : ai ∈ Ui
}
.
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Entonces la coleccio´n de todos estos conjuntos U{Ui} forma una base de vecin-
dades de 0 en K{{X}}. La topolog´ıa introducida de esta´ forma satisface las
propiedades listadas en la seccio´n anterior y las pruebas son ide´nticas.
4.1.3. Topolog´ıa sobre un cuerpo local n−dimensional
en General
Sea K un cuerpo local n−dimensional. Se sabe por el teorema de clasificacio´n
de Parshin que K puede ser una extensio´n finita de un cuerpo n−dimensional
esta´ndar
Kn = k{{X1}} · · · {{Xm}}((Xm+2)) · · · ((Xn)),
donde k es un cuerpo local 1−dimensional. Introduciendo una topolog´ıa so-
bre K para que este´ sea un Kn−espacio vectorial de dimensio´n finita sobre
K. Esto es equivalente a decir que la topolog´ıa sobre K es homeomorfa a la
topolog´ıa producto sobre K [K:Kn], inducida de Kn, la cual se construyo´ en
forma inductiva en las dos secciones anteriores.
4.1.4. Propiedades de la Topolog´ıa secuencial sobre K+
En esta seccio´n, se enumeran algunas de las propiedades de la topolog´ıa intro-
ducida sobre el grupo aditivo K+ de un cuerpo local n−dimensional.
1. (K,+, 0) es un grupo topolo´gico completo y separable.
2. Si n > 1, entonces toda base de vecindades de cero es no enumerable.
3. Si n > 1, entonces la multiplicacio´n definida sobre K es continua por
sucesiones, pero no es continua.
4. Para cada c ∈ K − {0}, la aplicacio´n
cA :K → K
α 7→ cα,
para todo α ∈ K, es un homomorfismo.
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4.2. Topolog´ıa sobre K∗
Sea K un cuerpo local n−dimensional con su correspondiente cadena de cuer-
pos de valuacio´n discreta completos.
K = Kn, Kn−1, · · · , K1, K0
con respectivas valuaciones vn, vn−1, · · · , v1. Adema´s, sea (tn, · · · , t1) un sis-
tema de para´metros locales.
4.2.1. Char(Kn−1) = p
En este caso se define la topolog´ıa sobre K∗ v´ıa el isomorfismo
K∗ ' Zt1 ⊕ · · ·Ztn ⊕ UK
de la siguiente forma. La topolog´ıa sobre UK esta´ dada por el isomorfismo
UK ' T ⊕ VK ,
donde el grupo de unidades principales Vk tiene la topolog´ıa inducida de la
topolog´ıa secuencial de K, y T tiene la topolog´ıa discreta. Ahora, la topolog´ıa
sobre K∗ es definida por la topolog´ıa producto sobre
Zt1 ⊕ · · ·Ztn ⊕ UK ,
donde la parte abeliana libre
Zt1 ⊕ · · · ⊕ Ztn.
tiene la topolog´ıa discreta y UK tiene la topolog´ıa definida anteriormente.
4.2.2. Char(K) = · · · = Char(Km+1) = 0, Char(Km) = p
En este caso se define la topolog´ıa de K∗ nuevamente por isomorfismos
K∗ ' Zt1 ⊕ · · · ⊕ Ztn ⊕ UK
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donde la parte abeliana libre
Zt1 ⊕ · · · ⊕ Ztn,
tiene la topolog´ıa discreta, y UK tiene la topolog´ıa de´bil, la cual hace la apli-
cacio´n proyeccio´n
proj : UK → UKm+1
continua. Esto es, un conjunto UK es abierto si y so´lo si proj(U) es abierto en
UKm+1 .
Note que, esta aplicacio´n proyeccio´n se encuentra en la sucesio´n exacta
1→ 1 + PK(1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−m−2
)→ UK → Ukm+1 → 1
4.2.3. Propiedades de la Topolog´ıa secuencial sobre K∗
En esta seccio´n, se enumeran algunas de las propiedades de la topolog´ıa intro-
ducida sobre el grupo aditivo K∗ de un cuerpo local n−dimensional.
1. K∗ es un espacio Topolo´gico Completo.
2. La multiplicacio´n sobre K∗ es continua por sucesiones, pero no es con-
tinua para n > 2.
3. Si n ≤ 2 entonces K∗ es un grupo topolo´gico con una base contable de
subgrupos abiertos.
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